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Instrugoes Gerais:

e A duracao da prova é de 1h50min.

e A tolerancia de entrada é de 30 min apéds o inicio da prova. Se um aluno terminar a
prova em menos de 30min, deverd aguardar em sala antes de entregar a prova e sair
de sala.

A prova deve ser resolvida apenas nas folhas recebidas e nos espacos reservados para
solucoes. Nao é permitido destacar folhas da prova.

e A prova é sem consulta a professores, fiscais ou a qualquer tipo de material. A
interpretacao dos enunciados faz parte da prova.

O aluno s6 podera realizar a prova e assinar a lista de presenga na sua turma/sala.

O aluno s6 podera manter junto a si: ldpis, borracha e caneta. Caso necessario,
o fiscal poderd solicitar ajuda a outro aluno e apenas o fiscal repassard o material
emprestado.

O celular devera ser desligado e guardado.

Instrugoes Especificas:

e Todas as questoes devem ser justificadas de forma clara, rigorosa e de preferéncia
sucinta.

e As respostas podem ser escritas a lapis.
e Nao é permitido o uso de calculadora;
e Este enunciado possui 2 paginas, contando com a capa.

e Os itens de cada questao sao relativamente independentes. Por exemplo pode res-
ponder o item (b) sem ter feito o (a).




Prova P}, — 2014.2 Algebm Linear 1

Questao 1 31, ptos
Andrezinho respondeu a questao “ Prove que, para todo subespaco vetorial H C R",
tem-se que H @ H+ = R" ” da seguinte maneira:

Vamos provar que H N H+ = {0}. De fato, se v.e HN H*, v pertence em
particular a H+ e entdo v é ortogonal a todos os vetores de H. Mas v também

pertence a H, entdo v é ortogonal a ele mesmo. Logo (v|v) = ||v|* = 0, e assim
v = 0. Portanto H N H+ = {0} e entdo H ® H+ = R"™. O
1 pto (a) Sejam V e W dois subespagos vetoriais de E. Defina “ V + W 7.
1 pto (b) Defina “ a soma dos subespagos vetoriais V e W é direta ”.
1 pto (¢) Andrezinho escreveu apenas uma demonstragao parcial. O que falta na demons-
tracao dele?
1, pto (d) Complete a demonstraciao do Andrezinho. (Use as dimensdes de H e H+ )
Questao 2 4 ptos

Considere a transformacao linear 7': R? — R3 dada por
T(x,y,z) =(x —y,x — z,y+2) ,
edenote T? =T oT eT?=ToT?.
1 pto (a) Mostre que para todo w € R3, o conjunto {w, T'(w),T?(w),T?(w)} é L.D.

Agora considere v = (1,0,0). Note que 8 = {v,T(v),T?*(v)} é uma base de R?® e
sejam ag, ai, as as coordenadas de T3(v) na base 3.

1 pto (b) Escreva a matriz A = [T] em fungao de ag, a; € as.
1 pto (c) Calcule o polinémio caracteristico de A. (Pode deizar em fun¢ao do a;’s.)
+1 pto* (d) Determine em funcao dos a;’s um polindémio p € Ps, p(x) = bo+by x+by 2% +bs x3

tal que p(A) =bo I + by A+ by A2 +03 A2 =0 .
(Dica: observe que T*(v) = agv +a; T(v) +as T?*(v) .)

Questao 3 4, ptos
Dizemos que duas matrizes A, B € Mjy.o(R) comutam se satisfazem AB = B A.
Considere o conjunto C(A) de todas as matrizes que comutam com A:

C(A)={B e My»R)| AB=DBA} .
1 pto (a) Mostre que C(A) é um subespagco vetorial de Moy (R).

+1 pto* (b) Seja @ uma matriz inversivel e A’ = Q7' AQ. Mostre que a transformagao
linear S definida por S(B) = Q' BQ ¢ uma bijegao de C(A) para C(A’).
(Dica: verifique o contra-dominio de S e exiba a transformagdo inversa S7'.)

Considere agora o caso particular das matrizes A = [ 1 4 _111 eD = [g _01} :

1 pto (c) Mostre que existe uma matriz P inversivel tal que A = P D P~1.
(Observagio: € possivel mas nao € necessdrio calcular a matriz P, nem P~'.)

Y pto (d) Mostre que se uma matriz B comuta com D, entao B é diagonal.

1 pto (e) Calcule a dimensao de C(A). (Dica: pode usar o item (b).)



