GABARITO P2 — ALGEBRA LINEAR II — 2012.2
TURMAS 3ZA E 3ZC - 4 DE OUTUBRO DE 2012

Questao 1. Seja r C R? a reta pela origem gerada por (2, —2,1).

(a) Encontre a matriz da projecio ortogonal em r na base candnica de R3.

Solugdo: Seja

2
u= -2
1
Entdo a matriz da projecdo ortogonal P em r na base candnica de R? é dada por
4 -4 2
¢ 1
[P]:$:§ 4 4 2
w 2 —2 1
O
(b) Encontre a distancia do ponto (11, —1,3) a reta r.
Solugao: A projecao p de b sobre r é dada por
1 4 -4 2 11 1 54 6
2 -2 1 3 27 3
Logo, a distancia de b a r é dada por ||b — p|| = ||(5,5,0)|| = 5v/2. O

Questao 2. Sejam vy = (1,—1,1), vo = (=2,3,-2), v3 = (1,2,1) e S = (v1, v2,v3) C R3.

(a) Encontre uma base ortonormal para S.

Solugdo: Usando o algoritmo de Gram-Schmidt obtemos os vetores
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up = ——=—(1,-1,1) e
lodl V3

L(1,-1,1)

vg — (v, u1) Uy (—-2,3,-2) + e

T o = o)l I
32,1 (1,2,1)
I V6
(Aqui o simbolo ||-|| indica que estamos tomando a norma do vetor no numerador.) Se contin-
uarmos a aplicagdo de Gram-Schmidt com o vetor vz obteremos que

==X

v3 — (U3, u1) U — (v3, u2) ug = 0,

o que indica que vz é combinacao linear de v e vy. De fato, vs = Tv; +3vy. Conseqiientemente
S = (v1,v2), e os vetores u; e uy obtidos acima formam uma base ortonormal para S. ]

(b) Encontre a matriz que representa a projecio ortogonal em S na base canonica de R?.



Solucdo: Seja

1 -2
A=1|-1 3
1 -2

a matriz que tem v; e v3 como vetores-coluna. Entdo a matriz da projecio ortogonal P: R3 — S
na base candnica de R? é dada por

[P] = A(A'A) 1A,

Contas rotineiras mostram que:

¢ 1 -1 1 a3 =7 t -1 L[17 7 t -1t L[3 43
A “[—2 3 4—2}’ flfl"{—? 17]’ (A =3 [7 3]’ A4 =5

e, finalmente,
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(c) Sejad: S — R dada por d(v) = ||[v — b]|, onde b = (1,2, 3). Encontre o menor valor m atingido

por d.

Solugao: Este valor m é a distancia de b a S, dada por ||[p — b||, onde p = Pb é a projecao
ortogonal de b em S. Como

1 1 0 1 (1 2
szbzi 0 2 0f |2l =12],
1 0 1] |3 2
concluimos que
m = |lp =0 =/(=1,0,1)|| = V2. O
(d) Seja

1 -2
A= |-1 3
1 -2

Encontre ) ortogonal e R triangular superior tais que A = QR.

Solugao: A matriz @) é uma matriz 3 X 2 (mesmas dimensoes de A) cujos vetores-coluna sao ug
e ug (encontrados em (a)) e a matriz R é uma matriz 2 x 2 dada por

oo [@1, w) (o2, u1>]
0 <’U2, ’LL2> ’
Logo
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NI V3 =L
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1L 6
V3 V6 Vo
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(e) Encontre uma base ortonormal para o complemento ortogonal do espago-coluna de B = | —1].

1



Solugdo: A coluna da matriz B é o vetor v; do enunciado. No item (a) ji encontramos um
multiplo u; de v1 e um vetor ug tais que {uj,us} é uma base ortonormal de S. Logo, uma base
ortonormal para <1)1>L é dada por {ug,us}, onde

(-1,0,1)

o O

Uz = Uy X U =

Questao 3. O fisico Nilton mediu a posi¢do s de um bélido que se deslocava em uma canaleta em
determinados instantes, encontrando que:

s(=1)=2, s(0)=0, s(1)=-3, s(2)=->5.
(a) Mostre que nao existem C, D € R tais que s(t;) = C+ Dt; paratodoi =1,...,4, onde t; = —1,
t2=0,t3:16t4:2.

Solugao: Substituindo s(t;) por C' + Dt;, deduzimos que C' e D devem satisfazer simultanea-
mente as seguintes equacoes:

cC—-D =2
C =
cC+D =-3
C+2D =-5
As trés primeiras equacoes sao inconsistentes, portanto o sistema nao tem solugao. ]

(b) Encontre § da forma §(t) = ¢ + dt de modo que Z?Zl[s(ti) — 3(t;)]? assuma o menor valor
possivel.

Solug¢do: Usamos o método dos minimos quadrados. Devemos encontrar a solugao do sistema
Az = Pb, onde
-1 2

0 . c 0
N M L
2 -5
e P é a projecio ortogonal no espaco-coluna de A, a saber, P = A(A'A)71A!. Desta tltima

expressdo e do fato que A é injetiva deduzimos que 2 = (A*A)~1A'b, portanto s6 é necessario
calcular este ultimo vetor. Contas simples mostram que:

SO e A

A:

e

101 2 2 6 2|2 4 10[-1 2
e, finalmente,
1[4 3 21 c 1[-3
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Questao 4. Diga se as afirmacoes a seguir sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta ou
apresente um contra-exemplo.

(a) Seja { , ): R?* x R* — R dada por (u,v) = ujvy + 2ugvs + 3ul, onde u = (u1,us,u3) e
v = (v1,v9,v3). Entdo ( , ) define um produto interno em R?3.

(b) Seja V' um espago vetorial munido do produto interno ( , ). Entao, para quaisquer u,v € V,

2 2
4 {u, 0) = [lu+ol]" = Jlu = o]



(c) Seja P: R™ — S a projegao ortogonal em um subespaco S C R™. Entao P preserva o angulo
entre vetores: <(u,v) = <(Pu, Pv) para quaisquer u,v € R".

(d) Sejam T: R™ — R™ uma transformacao linear injetiva e A a matriz m X n que representa T
nas bases canonicas de R™ e R™. Entao A(A'A)~1A! =1,

(e) Seja Q uma matriz n X n cujos vetores-linha sao ortogonais. Entao @ é ortogonal.

Solugao: Exceto pelo item (b), todas as afirmagoes sao falsas.

(a) Esta funcdo nao é linear em nenhum de seus argumentos, por exemplo
((0,0,1), (0,0,1) + (0,0,1)) =1 #£2=((0,0,1), (0,0,1)) +((0,0,1), (0,0, 1)),
nem ¢ simétrica, por exemplo
((0,0,1),(0,0,0)) =1 #0={(0,0,0),(0,0,1)) .

Logo, nao define um produto interno.
(b) Esta equagao é demonstrada por meio de uma conta simples. Usando a linearidade em ambos
os argumentos e a simetria de (, ) deduzimos que

||u+v||2— ||u—v||2: (u+v,u+v) — (u—v,u—"v)
= ((u,u>+<v,v>+<u,v)+<v,u>) — ((u,u)—i—(v,v) — (u,v) — <v,u>)
=2 (u,v) +2(v,u) =4 (u,v).

(¢) Tome u = (1,1), v = (1,—1) e P a projecao ortogonal na reta y = 0 (eixo-z). Entao u e v sdo
ortogonais, mas Pu e Pv sao iguais.
(d) Tome T: R — R? dada por T(1) = (1,0). Entdao T é injetiva pois N(T') = {0},
|1 t =14t |10
A= {0] e A(A'A)TA' = [O 0} # 1.

(e) Tome @ = 21, onde I ¢ a identidade 2 x 2. Entao os vetores-linha e vetores-coluna de @ sao
ortogonais, mas nao ortonormais, portanto ) ndo pode ser ortogonal. De fato, detQ =4. [



