Gabarito da G3 de Equacoes Diferenciais — 2013.1

MAT 1154

Ques. | l.a|1b|1lc|2.a|2b| 3 | 4 | 5.a|5.b|soma
Valor | 20| 1.0 |1.0| 10| 1.0 1.0 1.0 1.0 | 1.0 | 10.0
Nota

1) Considere o problema abaixo que representa o comportamento de duas
espécies(com densidades populacionais z(t) e y(t))competindo por suprimen-
tos comuns.
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a)Determine as singularidades e classifique-as.
Resposta:

As singularidades do sistema correspondem aos zeros da fungao F'(z,y) =
(x(1—2x—y),y(1,5 —y—x)). Sdo os pontos (0,0), (1,0), (0, %) Note
que asretas 1 —z —y =0e 1,5 —y — 2 = 0 nao tem intersecao pois
sao paralelas.

A classificacao das singularidades é feita calculando os autovalores da
matriz jacobiana de F'(x,y) em cada singularidade. A matriz é
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Avaliando em cada singularidade temos

1 0
D(o,O)F:(O §),
2

o que implica que (0,0) é uma fonte,
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pelo que (1,0) é uma sela hiperbdlica, e
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%) é um atrator ou poco.

e portanto (0, ;

b)Esboce as trajetérias em uma vizinhanga de cada singularidade no pri-
meiro quadrante.

Resposta:

E importante notar que os eixos sao trajetorias do sistema que contém
separatrizes das selas hiperbdlicas.

c)Para quais condigoes iniciais existe uma configuragao de equilibrio na qual
nenhuma espécie desaparece , e qual é esta configuracao?

Resposta:

Nao existe nenhuma condicao inicial na qual as duas espécies tendem
a uma configuracao assintética em que ambas sobrevivem, pois as sin-
gularidades do sistema ficam nos eixos e os conjuntos limites das tra-
jetérias do sistema sao as singularidades (o sistema nao tem trajetdrias
fechadas).

Ou seja, uma das coordenadas do conjunto limite de qualquer trajetoria
é zero o que é equivalente ao desaparecimento assintético de uma das
espécies.

2) Decida sobre a convergéncia das séries abaixo:
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Resposta:

Esta série de constantes converge pelo critério da razao: se a,, = ”I;E")
temos
e R, 1(n+1)in(n+1)
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o qual decorre de que lim, = 1 pela regra de L’Hopital

in(n)
(observe que é um limite indeterminado do tipo ).
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Esta série converge pelos critérios de comparacgao e da integral. Note
para todo n > 1. Portanto, se a série

1+ = n?
> oo | =5 converge a série Y | +n2 também converge. Além disso, se
a integral [ J;dx ¢ finita entdo a série Y, 25 converge. Mas esta

integral é
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Como Y 7 5 +n2 =1+, ﬁ, e a segunda série na soma converge

~ ~ . o0 1
pelo critério de comparagio, entdo a série )~ | 1= converge.

3) Determine o intervalo de convergéncia das séries abaixo:

a)



b)

Resposta:

O raio de convergéncia é p = lim,, a“—il onde a, = n!. Ou seja,
n
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Portanto, o intervalo de convergencia é R.
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Resposta:
O raio de convergéncia da série é p = lim,, aai - onde a,, = ﬁ. Este
limite é .
. n+1)4" .o n+1
p:hm¥:4hm =4.
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Como a expansao da série é centrada no ponto zy = 2 o intervalo de
convergéncia ¢ um dos seguintes:

(=2,6), [~2,6), [-2,6], (—2,6].

Para verificar se os extremos —2, 6 do intervalo estao de fato no dominio
de convergéncia da série, substituimos x = —2 e x = 6 na série. No
primeiro caso obtemos
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que diverge pelo critério da integral. No segundo caso, obtemos

00 _1)
Z(n)

n=1




que ¢ uma série alternada com termo geral de moédulo decrescente e
tendendo a zero se n — oo. Assim, aplicando o critério das séries
alternadas a série converge. Conclusao: o intervalo de convergéncia é

(—2,6].

4) Calcule o termo geral da expansao em série de poténcias de (z — 1) da
funcao abaixo e ache seu intervalo de convergeéncia.
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Resposta:

Temos que z? — 8z + 15 = (z — 3)(z —5) e

1 1 1 1 1 1 1
e
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Pela féormula da progressao geométrica temos
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no intervalo |  — 1 |< 2. Desta forma, temos que y(z) = > " a,(z — 1)"

onde
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an
sempre que |z — 1 |< 2.
O raio de convergéncia da série é 2, o intervalo de convergéncia esté cen-

trado em xy = 1 e coincide com um dos seguintes: (—1,3),(—1,3],[-1,3),[—1,3].
(z=1)

Substituindo = —1 nas série ) *==)" obtemos uma série alternada

>0 o(—1)"~! divergente, e ao substituir z = 3 na mesma série obtemos uma



série de termos constantes iguais a 1, que diverge. Portanto, o intervalo de
convergécia de y(z) é (—1,3).

5)

a) Considere a equagao diferencial y” — zy’ —y = 0. Ache a expressao geral
de uma solucao em forma de série de poténcias

o0

y(x) = Z anx"

n=0

supondo que a; = 0.
Resposta:

Substituindo a expressao de y(z) na equagao diferencial obtemos
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Multiplicando a segunda série por =,
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e mudando o indice da primeira série k =n — 2,
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Somando os coeficientes do termo z* temos
(k’ —|— 2)(/{3 —I— 1)ak+2 — k:ak — Q) = (k‘ —I— 1)((1{3 —f— 2)6Lk+2 — ak) = 0,

o que nos da a seguinte formula de recorréncia

g,
k+2

Qp+2 =

para todo k > 1 (a segunda série nao tem termo de grau 0). Para k =0
temos 2.1ag —ag = 0 ou ag = 4. Verificamos assim que toda vez que k



¢é impar, ay 9 resulta ser multiplo de a; = 0 por hipétese. Desta forma,
a, = 0 se n é impar, e

ag
2mm)

Ap = Ao2m =

se n = 2m é par.

b) Considere agora a equagao diferencial y” — xy’ — y = 1. Ache a solugao
em forma de série de poténcias

supondo que ag = a; = 0.
Resposta:

Aproveitando os calculos feitos no item (1), a equagao diferencial im-
plica que o termo de grau 0 da série que representa y(z), ou seja, 2as—ag
deve ser igual a 1. Como ay = 0, obtemos as = %, e o resto dos termos
da série de y(z) satisfazem a relagao de recorréncia do item (1). Sendo
a1 = 0, o resultado é a, = 0 para todo n fmpar e a, = asmm = 5m
para todo n = 2m.
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